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基于几何序列分解与稀疏重构的 DOA 估计 
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摘  要：为了解决均匀圆阵在欠定情况下对相干信号测向的问题，提出了一种利用几何序列分解与稀疏重构相结

合的波达方向（DOA）估计算法。几何序列分解用于拆分相干组，并估计出每个相干组的实际方向向量，稀疏重

构则对每个相干组进行 DOA 估计。仿真结果表明，当均匀圆阵的阵元数为 M 时，相比于现有算法，所提算法所

能估计的最大信源数为 M(M–1)，并且当信源数较多时，其测向成功率和精度都更优，此外，所提算法能够解决

“角度兼并”问题，并且在极少快拍数测向任务中具有一定的优势。 
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Abstract: In order to solve the problem of direction finding of coherent signals for uniform circular array under the con-

dition of underdetermination, a direction of arrival (DOA) estimation algorithm combining geometric sequence decom-

position and sparse reconstruction was proposed. Geometric sequence decomposition was used to split coherent groups 

and estimate the actual direction vector of each coherent group, while sparse reconstruction was used to estimate DOA for 

each coherent group. Simulation results demonstrate that when the number of elements of the uniform circular array is M, 

compared with the existing algorithms, the maximum number of sources that can be estimated by the proposed algorithm 

is M(M–1). And when the number of sources is large, the success rate and accuracy of direction finding are better. In ad-

dition, the proposed algorithm can solve the “angle merger” problem, and has advantages in the direction finding tasks 

with very few snapshots. 

Keywords: geometric sequence decomposition, sparse reconstruction, condition of underdetermination, coherent signal, 

uniform circular array 

 

0  引言 

随着通信、雷达等领域的发展，波达方向（DOA, 

direction of arrival）估计逐渐成为人们研究的热点

课题。DOA 估计的基本问题是利用阵列对空间中某

一区域内感兴趣的多个信号的空间位置进行估计，

它面临的挑战主要集中在以下 4 个方面：1) 在现实

通信环境中，受高大建筑物和山丘的阻碍，电磁波
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在传播时将发生反射，从而产生多径效应，这将使

部分 DOA 估计算法失效；2) 出于成本等因素的考

虑，实际阵列的阵元数往往小于目标信源数，因此，

如何在欠定情况下进行 DOA 估计成为一个难题；

3) 在某些特定情况下，目标信源的来波方向可能相

同，而目前许多 DOA 估计算法无法对相同方向角

的信源进行测向，因此，“角度兼并”问题成为 DOA

估计算法的另一挑战；4) 多快拍数在一定程度上会

降低 DOA 估计算法的时效性，因此，如何在少快

拍数下保证算法的高准确率和高分辨率，也成为

DOA 估计算法待解决的一个问题。 

目前，根据测向原理的不同，DOA 估计方法可

分为 3 类：基于特征结构子空间的方法、基于独立

成分分析（ICA, independent component analysis）的

方法和基于稀疏重构的方法。最早的超分辨率 DOA

估计方法是著名的多信号分类（MUSIC, multiple 

signal classification）算法和基于旋转不变技术的信

号参数估计（ESPRIT, estimating signal parameter via 

rotational invariance technique）算法，它们都属于特

征结构子空间方法，由于相干信源会使空间协方差

矩阵降秩，因此传统的 MUSIC 算法和 ESPRIT 算

法无法对相干信源进行测向。文献[1-2]和文献[3-4]

分别提出了改进的 MUSIC 算法和改进的 ESPRIT

算法用于对相干信号进行测向，但在欠定情况下该

类算法性能将大幅度下降。受均匀线阵方向矢量结

构的启发，Friedlander 等[5]提出了一种将均匀圆阵

转换为虚拟均匀线阵的方法，并结合均匀线阵的解

相干算法，如空间平滑算法[6-7]和矩阵重构算法[8-10]

等，可以实现均匀圆阵对相干信号的测向，但在模

式转换的过程中，噪声会进一步累积，因此该类算

法在低信噪比（SNR, signal to noise ratio）下的性能

较差。Ziskind 等[11]提出了一种基于确定性极大似然

（DML, determined maximum likelihood）估计思想的

DOA 估计方法，能够实现均匀圆阵对相干信号的测

向，但在求解过程中需要进行高维搜索，因此计算

量较大，且不适合欠定情况下的 DOA 估计。Zamani

等[12]提出了一种改进的 ICA 方法，该方法可以对混

合信源进行盲分离，但在欠定情况和信源中存在相

干信号时将失效。基于稀疏重构的方法可以在低信

噪比和信源中存在相干信号的情况下具有良好的

性能，如 Wang 等[13]和 Trinh-Hoang 等[14]提出的正

交匹配追踪（OMP, orthogonal matching pursuit）算

法及其改进算法、Soubies 等[15]和 Zheng 等[16]提出

的基于L2范数的方法和基于稀疏贝叶斯的方法等，

但在信源数较多和入射信源示向度间隔较小的情

况下，该类算法的测向性能会有所下降。 

针对现有算法的不足，本文提出了一种基于几

何序列分解和稀疏重构的方法用于 DOA 估计。通

过分析可以发现，阵列的等时间间隔采样使接收序

列成为多个复数等比序列的叠加，各个等比序列的

公比蕴含了各个信源的频率信息，而首项则蕴含了

信源的幅值和相位信息。因此，本文首先利用几何

序列分解算法对混合序列中各个序列的公比和首

项进行估计，估计的各个公比可用于信号重建，而

估计的首项则可以构建各个信源的实际方向向量，

即相干组标记。然后利用稀疏重构方法，即可实现

对每个相干组进行 DOA 估计。 

1  系统模型 

1.1  均匀圆阵模型 

假设空间中均匀圆阵列的阵元数为 M，半径为

r，阵元 1 的空间位置为 T[ ,0]r ，信号的来波方向相

对于 x 轴的逆时针旋转方向进行定义，如图 1 所示。 

 
图 1  均匀圆阵示意 

若从远场发射而来的复数独立信源数为 k，则

在 t 时刻，阵列的接收信号可表示为 

 ( ) ( ) ( )t t t= +Χ AS N  (1) 

其中， 1( ), ( ) Mt t ×∈Χ N C 分别表示 t 时刻阵列的观测

矢量和均值为 0、方差为 2σ 的加性白高斯噪声矢

量； [ ]T 1
1( ) ( ) ( ) k

kt s t s t ×= ∈S … C 表示 t 时刻的信

源矢量； [ ]1( ) ( ) M k
kθ θ ×= ∈A a a… C 表示由 k 个

独立信源对应的理论方向向量构成的方向矩阵，其

中，第 i 个独立信源的方向向量定义为 
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其中， 1, ,m M= … ， iθ 表示第 i 个独立信源的波达

角，λ表示信号波长。 

1.2  相干信号模型 

对于阵列接收的数据，可以利用相关系数来衡

量接收信号之间的相关程度，其定义为 
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通过 Schwartz 不等式可以得出，信号 ( )is t 与信

号 ( )js t 的相关系数 , 1i jρ ≤ ，同时，信号之间的相

关性定义为 
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式(4)表明，当 2 个信号相干时，它们之间只相

差一个常复数。现假设第 i 个独立信源中含有 iP 个

相干信号，则第 i 个独立信源的接收数据可表示为 
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(5) 

其中， ( ) M
ipθ ∈a C 、 ipB 和 ipφ 分别表示在第 i 个独

立信源中第 p 个相干信号的理论方向向量、幅值和

相位。 

令 

 j

1

( ) ( ) e
i

ip

P
M

i ip ip
p

B φθ θ
=

= ∈∑a a～ C  (6) 

此时，第 i 个独立信源的接收数据可表示为 

 0( ) ( ) ( ) ( )i i i it s t tθ= +Χ a N～  (7) 

其中， ( )iθa～ 表示第 i 个独立信源的实际方向向量，

0 ( )is t 表示频率为 if 、相位为 0 的复指数信号。 

1.3  相干组标记 

式(6)表明，由于 ( )ipθa 为常数向量，且 ipB 和

je ipφ 都为常数，因此，第 i 个独立信源的实际方向

向量 ( )iθa～ 也为一个常数向量，并且，当第 i 个独立

信源含有 iP 个相干信号时，其实际方向向量 ( )iθa～ 是

iP 个相干信号理论方向向量的线性组合，组合系数

为各个相干信号对应的常复数，因此，每个独立信

源可以看成一个独立的相干组。式(7)表明，每个独

立信源的接收数据都含有噪声，若把 k 个独立信源

划分为 k 个相干组，利用算法估计出每个相干组的

实际方向向量，即相干组标记，再对每个相干组分

别进行测向，这样就能使各个相干组之间互不影

响，从而进一步提高算法的抗扰能力。 
1.4  网格划分 

根据阵列相关理论可知，实际的阵列结构要求

方向向量 ( )θa 与方向角一一对应，不能出现模糊现

象，而入射信源的方向角相对于整个测向平面是稀

疏的，因此，整个二维测向平面可以进行网格划分，

以构成方向角参数空间。在实际应用中，通常以 1°

为间隔进行网格划分，改变方向角，使方向向量

( )θa 在二维空间按方向角从小到大进行扫描，所形

成的曲面称为阵列流形，所构成的矩阵称为过完备

矩阵 360M ×∈D C ，即 

 ｛ ｝( ) |θ θ Θ= ∈D a  (8) 

其中， {1 , ,360 }Θ = ° °… 表示方向角的参数空间。 

2  基于几何序列分解的实际方向向量估计 

现考虑如下情况：假设均匀圆阵列的阵元数为

M，入射到阵列的独立信源数为 k，第 i 个独立信源

中含有 iP 个相干信号，信号接收机的采样频率为

sf ，快拍数为 L，并假设采样是从 1 时刻开始，则

阵列的接收数据可表示为 
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将式(6)代入式(9)，并将 ( )iθa～ 进行列展开，则

式(9)可以表示为 
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其中，
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ir i k= = … ，则观测矩阵 Χ 还可表示

为 
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观察式(13)可以发现，均匀圆阵第 q 个阵元的接

收数据（观测矩阵 Χ 的第 q 行数据）本质上是 k 个

等比序列的叠加，其中，第 i 个等比序列的首项为

( )q ia θ～ ，公比为
j2π

e
i

s

f

f ，而首项和公比分别包含了第

i 个独立信源的波达角信息和频率信息。因此，若

能估计出混合序列的 k 个公比，然后利用一个简单

的矩阵除法，就能将 k 个独立信源的实际方向向量

估计出来，从而用于 DOA 估计。 

Lee 等[17]提出了一种基于 k 维单纯形转换的几

何序列分解（GSD-ST, geometric sequence decom-

position with k-simplexes transform）方法，可用于对

叠加几何序列的公比进行估计。k 维单纯形是指包

含了 k+1 个节点的凸多面体，例如，一维单纯形就

是包含了 2 个节点的线段，二维单纯形就是三角形，

三维单纯形就是四面体，以此类推。利用 GSD-ST

方法估计公比的思路主要分为 4 个步骤：构造搜索

空间；构造 k 维单纯形序列；构造联合单纯形；构

造多项式方程。而多项式方程的根即待求的各个序

列公比的估计。 

在构造 k 维单纯形之前，需要对原始的叠加序

列按照一定方式进行采样，以构成 k 维单纯形的顶

点集合，也称为搜索空间，其构造规则按以下方式

进行。 
给定自然数 ci 、k 和 kφ ，以 kφ 为起始坐标、 c kiI

为索引变换按字典顺序对混合序列 qx 进行连续采

样，所构成的集合称为 k 维搜索空间 ,( )
c qi kφ xΞ ，其

中， kI 表示 k 维的全 1 向量， qx 表示第 q 个阵元接

收的混合序列。例如，若 1ci = ， 2k = ， [1,5]kφ = ，

则所构成的 k 维搜索空间为 

T
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由 k 维单纯形的定义可知，一个 k 维单纯形具

有 k+1 个顶点，现假设其中一个顶点为坐标原点，

剩余 k 个顶点由搜索空间中的 k 个连续顶点构成，

其定义为 

 （ ）, ,( )[ ] ( )[ 1]
c q c qi k i ke j j kφ φ + -x x…Ξ Ξ  (15) 

其中， ( 1)( ) k ke × +· ∈C 表示返回值为一个 k 维单纯形

的函数； ,( )[ ]
c qi k jφ xΞ 表示搜索空间中的第 j 个顶

点坐标。 
随着 j 的取值连续变化， 1,2,3,j = …，则可以

构造出一个 k 维单纯形序列 

 
（ ）｛

（ ） ｝
, , ,

, ,

( ) ( )[1] ( )[ ]

( )[2] ( )[1 ]

c q c q c q

c q c q

i k i k i k

i k i k

e k

e k

φ φ φ

φ φ

=

+

x x x

x x

…

… …

ξ Ξ Ξ

Ξ Ξ
 
(16)

 

需要指出的是，在构造本文要求的 k 维单纯形

时，从搜索空间中选取的 k 个顶点必须是连续的，

且在构造 k 维单纯形序列时，坐标 j 的取值也需要
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满足连续递增的条件。 

接着，从构造的 k 维单纯形序列中挑选出任意

2 个连续的单纯形，将其坐标按顺序排列，以构成

一个具有 k+2 个顶点的联合单纯形 ( 2)k k× +∈C C ，定

义为 

 （ ）, ,( )[ ] ( )[ ]
c q c qi k i ke j j kφ φ +x xC …： Ξ Ξ  (17) 

从式(17)可以看出，联合单纯形 C 的 k+1 个非

原点坐标实际上由搜索空间的 k+1 个连续顶点坐标

构成；然后，对这 k+1 个连续顶点按组合的顺序进

行采样，以构成一个含有 k+1 个新的 k 维单纯形的

序列。例如，若 1, 2, [1,5], 1c ki k jφ= = = = ，则所构

成的联合单纯形 C 和含有 k+1 个新的 k 维单纯形的

序列 ,( )
qj kφ x 为 

T T T T

T T T

T T T

: (0,0) ( [1], [5]) ( [2], [6]) ( [3], [7])

[1]: (0,0) ( [1], [5]) ( [2], [6])

[2]: (0,0) ( [1], [5]) ( [3], [7])

j

j

q q q q q q

q q q q

q q q q

  
  
  

C x x x x x x

x x x x

x x x x




T T T[3]: (0,0) ( [2], [6]) ( [3], [7])q q q qj   x x x x  (18) 

最后，需要构造一个 k 阶多项式，并且这个 k 阶
多项式的 k+1 个系数由序列 .( )

c qi k xφ 中单纯形的体

积通过运算得到。其中，k 维单纯形的体积定义为 

（ ）
（ ）

,

, ,

( )[ ]

1
det ( )[ ] ( )[ 1]

!

c q

c q c q

i k

i k i k

j

j j k
k

∧ φ

φ φ

=

+ -

x

x x…

ξ

Ξ Ξ
 

(19)
 

其中， ,( )[ ]
c qi k jφ xξ 表示 k 维单纯形序列中的第 j 个

k 维单纯形， det( )· 表示计算矩阵的行列式。 

将 k 维单纯形序列的体积运算规则定义为 

 

（ ）
（ ）
（ ）

（ ）
（ ）

,

, ,

, ,

( )[1] ( )[ 1]

( )[1] ( )[1]

q

q q

q q

j k

j k j k

j k j k

k

φ

∧ φ ∧ φ

∧ φ ∧ φ

=

 + 
 
  

x

x x

x x

v

…
 

 

 
(20)

 

其中， ,( )
qj kφ x 表示由第 j 个联合单纯形构成的含

有 k+1 个 k 维单纯形的序列，并且假设集合的索引

值是从 1 开始的。 
然后，根据 ,( )

qj k xφv 中的信息，将多项式定义为 

 （ ）,
0

ˆ( 1) ( )[ 1] 0
q

k
k n n

j k x
n

k nφ-

=

- - + =∑ v r  (21) 

其中， r̂ 表示公比的估计。 
Lee 等[17]证明，给定混合序列 qx 和独立信源数 k，

当采样间隔 1ci = 时，对于任意的自然数 kφ 和 j，k 阶

多项式的系数集合 ,( )
qj k xφv 是唯一的，并且由这个系

数集合构成的 k 阶多项式的 k 个根即混合序列中 k
个公比的估计。由于系数集合 ,( )

qj k xφv 在上述采样

方式下与常数 kφ 和 j 无关，因此，可以把系数集合

记为 ( , )qk xv 。需要注意的是，为了使构造的多项式

是人们期望的结构，也就是要保证这个多项式的唯

一性，在构造搜索空间时，一定要以1 k×I 为索引变

换对混合序列进行采样，即采样间隔一定要等于 1，
而采样起始坐标 kφ 和联合多面体 C 的索引值 j 可以

任取。同时，Lee 等[17]还证明，给定混合序列 qx 和

独立信源数 k，获取 r̂ 的最小样本集合由混合序列

qx 的 2k 个连续采样点构成，即在估计 k 个独立信

源的实际方向向量时，所需要的最小快拍数L为2k，

这也使该算法可以在极少快拍数下对 DOA 进行有

效估计。 

通过以上分析可以发现，在对混合序列中各

个序列的公比进行估计时，需要预先知道混合序

列中的序列个数，也就是独立信源的个数 k。Lee

等[17]还提出了一种利用单纯形对独立信源数 k 进

行估计的方法，但该方法需要进行多维搜索，计

算量较大，因此会大幅度降低 DOA 估计的时效

性。Bazzi 等[18]提出了一种改进的最小描述长度

（MDL, minimum description length）准则，可以实

现在信噪比较低和快拍数较少的情况下对独立信

源数 k 进行有效估计，且算法时效性较好，因此，

可以使用该方法对 k 进行估计。 

受现实扰动的影响，阵列在接收数据时会产生

一定的噪声，因此，为了提升 DOA 估计的性能，

需要对接收数据进行去噪。Hansen [19]提出了一种基

于 k 截断式奇异值分解（SVD, singular value de-

composition）的去噪方法，该方法的主要思想是通

过迭代的方法，不断提取原序列的 k 个主特征值和

它们对应的特征向量，直到重构的序列收敛，从而

达到滤除噪声的目的。该方法的去噪过程主要分为

以下 5 个步骤，这里假设去噪前和去噪后的序列分

别为 qx 和 *
qx ，序列的索引值从 1 开始，且快拍数

为 L。 
步骤 1  通过原序列 qx 创建一个维度为
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( 1)h hL L L× - + 的矩阵 Q，其中，
1

2h

L
L

+ =   
，矩

阵 Q 满足 

 [ , ] [ 1]qm n m n= + -Q x  (22) 

步骤 2  对矩阵 Q 进行奇异值分解 

 H=Q USV  (23) 

其中，矩阵 U 和矩阵 V 分别表示左奇异矩阵和右奇

异矩阵，矩阵 S 为对角矩阵。 

步骤 3 利用矩阵Q的 k个主特征值和对应的特

征向量重构矩阵 Q 

 H[:,1: ] [1: ,1: ]( [:,1: ])k k k k=Q U S V  (24) 

其中， [:,1: ]kU 表示由矩阵 U 的所有行和前 k 列构

成的矩阵。 

步骤 4 通过平均值的方法，将矩阵 Q 转换为

序列 

 
｛ ｝

1
,

1
[ ] [ , ]

s.t. 1

L

q l
m n

l m n
z

m n L

=
=

+ - =

∑x Q
 

(25)

 

其中，当 l m≤ 时， z l= ，否则， 1z L l= - + 。 
步骤 5 重复以上 4 个步骤，直到序列 qx 收敛

到序列 *
qx ，收敛后的序列 *

qx 即滤除噪声后的序列。 

以上就是估计 k 个实际方向向量的整体思路，

现将算法流程总结如下。 

算法 1  基于去噪 GSD-ST 的实际方向向量估

计算法 

1) 使用改进的 MDL 算法估计独立信源数 k； 

2) 利用 k 截断式 SVD 方法对观测矩阵 Χ 中每

一个通道的数据 ( 1, , )q q M=x … 进行去噪，得到去

噪后的观测矩阵 *Χ ； 

3) 从矩阵 *Χ 中取出第 q个通道的数据 *
qx 构造

搜索空间 *1 ,
( )

qk
φ

x
Ξ ； 

4) 根据搜索空间 *1 ,
( )

qk
φ

x
Ξ 的信息，构建系数集

合 *( , )qkv x ； 

5) 根据式(21)对多项式进行求根，得到混合序

列的 k 个公比 1̂ ˆ, , kr r… ； 

6) 根据式(12)构造矩阵 R̂ ，则混合信源的实际

方向矩阵的估计为 * H H 1
est

ˆ ˆ ˆ( )-=A Χ R RR～ 。 

3  基于稀疏重构的 DOA 估计 

第 2 节采用算法 1 估计出了混合信源的实际方

向矩阵 [ ]est 1 est est( ) ( )kθ θ=A a a～ ～ ～… ，其列向量则对

应某一个相干组的实际方向向量，虽然该算法估

计实际方向向量的顺序是随机的，但这并不影响

最终的 DOA 估计结果，因此，为了方便叙述，现

假设实际方向矩阵 estA～ 的第 i 列与第 i 个相干组的

实际方向向量相对应，并用 est( )iθa～ 表示。由相干

模型和网格划分的知识可知，当第 i 个相干组中含

有 iP 个相干信号时，其实际方向向量是各个相干

信号理论方向向量的线性组合，且每个相干组满

足空域稀疏性，因此，第 i 个相干组的实际方向向

量 est( )iθa～ 可用过完备矩阵 D 中的稀疏基进行线性

表示 
 est( )i i iθ = +a DV n～  (26) 

其中， [ ] 360(1 ) (360 ) M×= ∈D a a° °… C ； 360
i ∈V C 为

稀疏度等于 iP 的稀疏矩阵，即 iV 中只有 iP 个非零

元素，其余元素值都为 0，并且非零元素的位置

和值分别对应各个相干信号的正确波达方向和

相应的常复数； M
i ∈n C 为叠加的噪声向量。 

根据上述分析可知，通过网格划分构造了一个过

完备矩阵 D，并利用过完备矩阵中的稀疏基对第 i 个

相干组的实际方向向量进行了稀疏表示，将第 i 个相

干组中多径信号的 DOA 估计问题转换为空间谱 iV
的稀疏重构问题，若对每个相干组都进行稀疏重

构，得到 k 张空间谱 1( , , )kV V… ，即可估计出所有入

射信源的波达角信息。 
在求解第 i 个相干组的稀疏矩阵 iV 时，由于稀

疏度 iP 事先未知，且实际方向向量 est( )iθa～ 的维度远

小于矩阵 iV 的维度，因此式(26)具有无数个解。根

据压缩理论知识可知，如果过完备矩阵 D 满足约

束等距性（RIP, restricted isometry property）条件，

即可利用矩阵 iV 的稀疏性，将式(26)转换为一个组

合优化问题进行求解。现对该条件进行简单验证，

由于 

 2

2

i

i

M=
DV
V

 (27) 

其中，
2
· 表示对矩阵取 2 范数。因此，过完备矩阵

D 满足 RIP 条件，则稀疏矩阵 iV 可通过以下优化表

达式进行求解 

 1

est

min

s.t. ( )

i

i i iθ = +

V
a DV n～

 
(28)
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其中，
1
· 表示对矩阵取 1 范数。 

在求解式(28)时，可以通过正则化对这个非线

性凸优化问题进行求解，其代价函数为 

 est 2 1
min ( )i i iθ λ- +a DV V～  (29) 

其中，λ为正则化系数。 

在实际仿真时，为了高效地找到全局最优解，

可以利用二阶锥规划（SOCP, second order cone 

programming）算法在内点法的框架下对式(29)中的

优化表达式进行求解，基于此，可以通过引入辅助

向量的方式，将式(29)转换为以下优化表达式进行

求解 

 est 2

min

s.t. ( ) ,

( ) ( ), 1, ,360

i i

i

e f

e f

j j j

λ
θ
+

-

=

a DV Iq

V q

～

…

≤ ≤

≤

 

(30)

 

其中，e 和 f 表示辅助变量， 1 360×∈I R 表示全 1 的

行向量， 360∈q R 表示辅助向量， ( )i jV 表示对稀疏

矩阵 iV 中的第 j 个元素值取绝对值操作， ( )jq 表示

辅助向量 q 中的第 j 个元素值。 

需要注意的是，正则化系数 λ的选取对稀疏

重构的效果有着举足轻重的作用，文献[14]给出

了正则化系数 λ的选取规则，由于本文通过 k 截

断式 SVD 算法对原观测矩阵进行了去噪处理，

因此系数 λ的值不应取得太大，在实际仿真时，

系数 λ在区间[0.1, 3]内进行取值都能达到很好的

效果。 

以上就是本文所提算法的全部分析过程，现将

算法流程总结如下。 

算法 2  基于去噪 GSD-ST 和稀疏重构的 DOA

估计算法 

1) 利用算法 1得到独立信源数 k和实际方向矩

阵的估计 * H H 1
est

ˆ ˆ ˆ( )-=A Χ R RR～ ； 

2) 以 1°为间隔对空间进行网格划分，构造过

完备矩阵 D； 

3) 令 [ ]est 1 est est( ) ( ) , 1k iθ θ= =A a a～ ～ ～… ； 

4) 利用优化表达式(30)对 est( )iθa～ 进行稀疏重

构，得到稀疏矩阵 iV ； 

5) 将稀疏矩阵 iV 的元素值画成空间谱，通过谱

峰搜索返回第 i 个相干组的 DOA 估计值； 

6) 1i i= + ，如果 i k≤ ，返回步骤 4)，否则算

法结束。 

4  性能分析 

由于本文使用的信源数估计算法为改进的

MDL 算法，因此，基于 GSD-ST 的实际方向向量

估计算法最多能够估计出 M 个独立信源的实际方

向向量；并且，一般情况下入射信源的幅值满足随

机分布，对于每一个相干组，稀疏重构算法能够估

计出 M–1 个相干信号[20]，因此，本文所提算法最

多能够估计出 M(M–1)个入射信源，即能够实现在

欠定情况下对相干信号的 DOA 估计；在第 2 节的

分析中，本文对相干组进行了拆分，即每个相干组

的 DOA 估计互不影响，因此，本文所提算法能够

解决“角度兼并”问题；此外，在估计实际方向向

量时，所需要的最小快拍数 2L k= ，因此，本文所

提算法可以在极少数快拍下实现 DOA 估计。 

5  仿真分析 

为了验证本文所提算法的性能，本节将其与非

线性快速独立成分分析（FastICA, fast independent 

component analysis）算法[20]、OMP 算法[13]、MUSIC

算法[1]和 DML 算法[11]进行对比，并通过 5 个实验

进行说明。 

实验 1  相干组拆分性能分析 

实验条件：均匀圆阵的阵元数 M=3，半径

r=0.58 m，信号的中心频率 f=500 MHz，相干组个

数 k=3，正确示向度分别为[32°]、[210°]、[89°]，

信噪比 SNR=[-18,18] dB，快拍数 L=200，蒙特卡

罗实验 200 次。相干组拆分效果通过改进的行元素

优势指标[21]进行分析，定义为 

2 2

2 2
1 1 1 1

1 1
max max

k k k k
ij ij

i j j iil ljl l

G G
p

G G= = = =

  
  = - + -       

∑ ∑ ∑ ∑  (31) 

其中， H 1 H
est est est( )-G = A A A A～ ～ ～ ～ 表示分离矩阵与混合矩

阵的乘积。如果 p 指标系数小于 2，则表示算法盲

分离的效果较好。 

图 2 为非线性 FastICA 算法与本文所提算法的

盲分离效果对比。从图 2 中可以看出，相比于非线

性 FastICA 算法，本文所提算法在低信噪比下的 p

指标系数都小于 2，这表明本文所提算法可以在低

信噪比下对相干组进行有效拆分，且拆分效果优于

非线性 FastICA 算法。 
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图 2  2 种算法盲分离效果对比 

为了进一步说明本文所提算法拆分相干组的

效果，图 3 和图 4 给出了当信噪比为-18 dB 时相干

组拆分前后的数据频谱曲线。 

 
图 3  拆分前的数据频谱曲线 

 
图 4  拆分后的数据频谱曲线 

对比图 3 和图 4 可以看出，混合数据的频谱中

有许多伪峰，而本文所提算法对混合数据进行盲分

离后，其频谱曲线滤除了由噪声引起的伪峰，并且

能够准确恢复出信号的频率信息，这也验证了算法 1

的正确性。 

实验 2  欠定情况下对相干信号的 DOA 估计 

实验条件：均匀圆阵的阵元数 M=3，半径

r=0.58 m，信号的中心频率 f=500 MHz，相干组个

数 k=3，相干系数分别为 '1,1
0.416+0.909iρ = - 、

'2,2
0.921+0.389iρ = 和 '3,3

0.853 0.522iρ = - ，正确示

向度分别为[32°,328°]、[30°,210°]、[89°,272°]，信

噪比 SNR=10 dB，快拍数 L=200。 

在上述实验条件下，改进的 MDL 算法估计

出的独立信源（相干组）数 k=3，因此，MUSIC

算法和 DML 算法只能估计出 3 个信号的示向度，

为了验证本文所提算法在欠定情况下对相干信号

的 DOA 估计性能，将其与 OMP 算法进行了对比。

图 5 和表 1 分别为 OMP 算法与本文所提算法在

欠定情况下对相干信号的测向空间谱和对应的测

向结果。 

 
图 5  2 种算法在欠定情况下对相干信号的测向空间谱 

表 1  2 种算法在欠定情况下对相干信号的测向结果 

算法 DOA 估计结果 最大误差 错误个数

目标 DOA [[32°,328°],[30°,210°],[89°,272°]] — — 

OMP 算法 [3°,325°,33°,213°,89°,273°] 3° 1 

本文所提算法 [[32°,328°],[30°,210°],[89°,272°]] 0° 0 

 
从图 5 和表 1 可以看出，在欠定情况下，OMP

算法估计出的 DOA 结果相较正确结果的误差最大

达到了 3°，并且由于 30°和 32°这 2 个示向度较接
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近，OMP 算法不能有效分辨，从而出现了 3°这个

错误估计结果；本文所提算法不仅能够有效拆分出

3 个相干组，且 DOA 估计结果全部正确，这也验证

了本文所提算法所能准确估计的最大信源数为

M(M–1)的结论。 

实验 3  极少快拍数下的测向性能 

实验条件  均匀圆阵的阵元数 M=9，半径

r=0.58 m，信号的中心频率 f=500 MHz，独立信源

数 k=3，正确示向度分别为[15°]、[167°]和[251°]，

信噪比 SNR=30 dB，快拍数 L=6。 

在极少快拍数的情况下，本节对比了 OMP 算

法、MUSIC 算法和 DML 算法，由于 DML 算法需

要进行高维搜索，因此没有画出 DML 算法的空间

谱，只记录了对应的测向结果。图 6 和表 2 分别为

对比算法与本文所提算法在极少快拍数下的测向

空间谱和对应的测向结果。 

 
图 6  3 种算法在极少快拍数下的测向空间谱 

表 2 4 种算法在极少快拍数下的测向结果 

算法 DOA 估计结果 最大误差 

目标 DOA [[15°],[167°],[251°]] — 

OMP 算法 [13°,169°,251°] 2° 

MUSIC 算法 [14°,164°,251°] 3° 

DML 算法 [13°,167°,250°] 2° 

本文所提算法 [[15°],[167°],[251°]] 0° 

 
从图 6 和表 2 可以看出，在极少快拍数的情

况下，OMP 算法、MUSIC 算法和 DML 算法在测

向时会有 2°～3°的测向误差，而本文所提算法能够

精确地对入射信号进行 DOA 估计。在实验过程

中还发现，快拍数的减小会使噪声对测向的影响

变得很大，因此，极少快拍数测向只适用于信噪

比较高的情况，虽然现实测向情况较复杂，但本

文所提算法为极少快拍数测向提供了一定的理论

和仿真依据。 

实验 4  入射信源角度差对测向成功率的影响 

实验条件   均匀圆阵的阵元数 M=9，半径

r=0.58 m，信号的中心频率 f=500 MHz，独立信源

数 k=2 ， 正 确 示 向 度 分 别 为 [123 ]° 和

[123 + ( 0 , ,6 )]θ θ° ∆ ∆ = ° °… ，信噪比 SNR=10 dB，快

拍数 L=200，蒙特卡罗实验 200 次。 

图 7 为 4 种算法测向成功率随信号角度差变化

的曲线。从图 7 可以看出，OMP 算法、MUSIC 算

法和 DML 算法都无法分辨出角度差为 0°的 2 个入

射信号，并且 OMP 算法和 MUSIC 算法在入射信源

夹角超过 4°时才能达到很好的分辨效果。本文所提

算法由于对相干组进行了拆分，相干组之间的测向

互不影响，因此可以对角度差较小的入射信号进行

精确分辨。 

 
图 7  4 种算法测向成功率随信号角度差变化的曲线 

实验 5  信噪比对测向成功率和测向精度的影响 

实验条件   均匀圆阵的阵元数 M=9，半径

r=0.58 m，信号的中心频率 f=500 MHz，独立信源

数 k=3，正确示向度分别为[52°]、[189°]和[297°]，

快拍数 L=200，蒙特卡罗实验 200 次。其中，测向

精度采用均方误差根（RMSE, root mean square 

error）进行定义 

 2

1 1

1 ˆRMSE(SNR) ( )
Q k

qi i
q iQk

θ θ
= =

= -∑∑  (32) 
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其中，Q 表示测向正确示向度的次数，即测向误差

结果在 3°范围内的个数； q̂iθ 表示在第 q 次测向时

对第 i 个示向度的估计值。 

图 8 和图 9 分别给出了 4 种测向算法的成功

率和 RMSE 随信噪比变化的曲线。从图 8 可以看

出，当信噪比大于-16 dB 时，本文所提算法的测

向成功率可达 90%以上，且高于 OMP 算法和

MUSIC 算法；当信噪比大于-14 dB 时，本文所提

算法的测向成功率可达 99%以上，这充分说明了

本文所提算法在低信噪比下能够对多个信号进行

有效的 DOA 估计。从图 9 可以看出，当信噪比

大于-16 dB 时，本文所提算法的测向精度达到了

0.5°以上，且对应的精度曲线收敛到了 0°，而 OMP

算法、MUSIC 算法和 DML 算法对应的测向精度

曲线分别收敛到了 0.8°、1.2°和 0.7°。综合来看，

相比于其他 3 种测向算法，本文所提算法的抗噪

能力和测向精度更优。 

 
图 8  4 种算法测向成功率随信噪比变化的曲线 

 
图 9  4 种算法测向精度随信噪比变化的曲线 

6  结束语 

本文以提升均匀圆阵对相干信号的测向性能

为目标，提出了一种去噪 GSD-ST 与稀疏重构相结

合的 DOA 估计算法，去噪 GSD-ST 算法保证了对

相干组拆分和估计实际方向矩阵的有效性和稳定

性，稀疏重构算法则利用估计的实际方向矩阵对每

个相干组进行 DOA 估计。仿真实验表明，在欠定

情况和入射信源存在相干信号时，本文所提算法的

测向准确率和抗扰能力都更优。当入射信源角度差

较小和信源数较多时，本文所提算法的测向优势更

明显；同时，本文所提算法为极少快拍数测向提供

了理论和仿真依据。接下来，笔者将进一步探索如

何在低信噪比下利用极少快拍数进行测向的问题，

以进一步提高算法的测向性能。 
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